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Resumen

Este art́ıculo presenta un estudio del
modelado de la fuerza en robots con tareas de
movimiento restringido. Además, se realiza la
validación del modelo matemático obtenido con el
experimental, para ello, se emplea un controlador
de seguimiento de posición-fuerza y sin medición
de velocidad para robots con movimiento restringi-
do.
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1 Introducción

El empleo de manipuladores permite elevar
la calidad de procesos industriales que requieran
de gran precisión o bien de aquellos que, al ser
repetitivos, resulten demasiado tedioso para una
persona. No sólo se eleva la calidad del proceso
sino que también se abarata el costo del mismo.
Además, los manipuladores también pueden susti-
tuir a seres humanos en tareas peligrosas.

Existen muchas labores de los robots indus-
triales que se desarrollan actualmente, las cuales
se basan en el traslado de un objeto de un punto a
otro, como por ejemplo la aplicación de soldadura,
aplicación de pintura, etc. A este grupo de
robots se conoce como movimiento libre (tareas
sin contacto con el ambiente). Para ello, sólo
necesita control de seguimiento de posición. Sin
embargo, existen muchas aplicaciones de robots
industriales que envuelven tareas más complejas
como son el pulido, ensamblado y maquinado, las
cuales requieren que el manipulador sea acoplado

mecánicamente a otros objetos. Estos forman
parte del grupo de robots llamados de movimiento
restringido (tareas de contacto). Actualmente
en la literatura sobre el modelado de la fuerza
para manipuladores con movimiento restringido
es escasa.

Los manipuladores con movimiento libre, la
dinámica está descrita por ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales. En contraste, para robots
con movimientos restringidos surgen ecuaciones
algebraico diferenciales (DAE′s por sus siglas en
inglés) debido a que existe una restricción sobre
las variables. Las restricciones pueden aparecer
impĺıcitamente, el cual es nuestro caso. En [5],
[9], [12], [13], [14] modelan la fuerza empleando la
matriz de ŕıgidez, asimismo modelan la superficie
de contacto como no ŕıgida y sin fricción. Sin
embargo, [1], [2], [3], [8], [7], [10], [11] modelan
la superficie de contacto como un plano ŕıgido
y sin fricción, pero no describen el modelado de
la fuerza, dicha fuerza es originada al estar en
contacto el efector final con la superficie ŕıgida.
Por ello, este art́ıculo muestra el modelado de
la fuerza y simulación para robots restringidos,
con superficies de contacto no deformable y sin
fricción.

Este art́ıculo está organizado de la sigu-
iente forma: Sección 2 se hace una descripción del
equipo experimental. En la Sección 3 se describe
el modelo de la fuerza de robots con movimiento
restringido. Los resultados experimentales, aśı co-
mo el análisis son mostrados en la Sección 4. Y
finalmente, en la Sección 5 se presentan las con-
clusiones.
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2 Sistema experimental

El equipo experimental está compuesto por
un brazo robot industrial (Figura 1). El robot es
parte del Laboratorio de Robótica de la Univer-
sidad Nacional Autónoma de México. El brazo
robot A465 de CRS Robotics, el cual es del tipo
articular. Tiene seis grados de libertad. Sus ac-
tuadores son motores de corriente directa con lec-
tores ópticos de posición. El robot A465 tiene en el
efector final un protector contra impacto (choque)
y un sensor de fuerza montado sobre el protec-
tor, por último un balero montado sobre el sen-
sor de fuerza. El experimento para el robot con
movimiento restringido es realizado solamente con
las tres primeras articulacones y las demás son
bloqueadas mecánicamente. Los experimentos son
ejecutados en una computadora personal Pentium
IV a 1.4 GHz con dos tarjetas PCI-FlexMotion-
6C de National Instruments. Trabajando con un
periodo de muestreo de 7ms. Los controladores
fueron escritos en el software LabWindows/CVI
de National Instruments.

Figura 1: Sistema Experimental.

3 Modelado de la fuerza en
robots con movimiento res-

tringido

Modelado dinámico

El modelo dinámico para la configuración de
un manipulador con movimiento restringido el cual
está ejerciendo una fuerza λ sobre una superficie
indeformable (o ambiente) es dado por [2]

H(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + Dq̇ + g(q) (1)
= τ + JT

ϕ(q)λ

donde q ∈ R
n es vector de coordenadas gene-

ralizadas de las articulaciones, H(q) ∈ R
n×n es

la matriz de inercia simétrica positiva definida,
C(q, q̇)q̇ ∈ R

n es el vector de torques centŕıfugos y
de Coriolis, g(q) ∈ R

n es el vector de torques gra-
vitacionales, D ∈ R

n×n es la matriz diagonal semi-
definida positiva la cual considera los coeficientes
de fricción viscosa de las articulaciones, τ ∈ R

n

es el vector de torques actuando en las articula-
ciones, y λ ∈ R

m es el vector multiplicador de La-
grange (f́ısicamente representa la fuerza aplicada
en el punto de contacto). Jϕ(q) = ∇ϕ(q) ∈ R

m×n

es una matriz ortogonal, cuyo rango se asume com-
pleto. ∇ϕ(q) denota la matriz gradiente de la su-
perficie del objeto ϕ ∈ R

m el cual mapea un vector
sobre el plano normal al plano tangente en el punto
de contacto descrito por

ϕ(q) = 0. (2)

Note que la ecuación (2) significa que las restric-
ciones holonómicas han sido consideradas [6]. En
la ecuación (1), JT

ϕ(q)λ representa la interacción
de la superficie ŕıgida con el robot.

El vector q̇ puede ser escrito como

q̇ = q̇ +
(
J+

ϕ Jϕq̇ − J+
ϕJϕq̇

)
(3)

=
(
In×n − J+

ϕ Jϕ

)
q̇ + J+

ϕJϕq̇

�
= Q(q)q̇ + J+

ϕ (q)ṗ,

donde J+
ϕ = JT

ϕ

(
JϕiJ

T
ϕ

)−1

∈ R
n×m es la

pseudoinversa de Penrose y Q ∈ R
n×n satisface

el rango (Q) = n − m. Estas dos matrices son
ortogonales, i.e. QJ+

ϕ = O (y QJT
ϕ = O).

ṗ = Jϕq̇ ∈ R
m es llamada restricción de veloci-

dad. Además, en vista de la restricción (2), esto
se mantiene

ṗ = 0 y p =
∫ t

0

Jϕq̇dt = 0. (4)

p es llamada restricción de posición.

La ecuación (2) es una restricción geo-
métrica la cual es expresada en terminos de
una ecuación anaĺıtica en la cual solamente la
posición es involucrada y el tiempo t aparece
impĺıcitamente, las restricciones de esta forma son
conocidas como restricciones holonómicas. Las
restricciones holonómicas son también clasificadas
como restricciones sclero-holonómicas puesto
que, sólo aparece la variable de posición y el
tiempo t es mostrado impĺıcitamente. Cuando
la variable del tiempo t aparece expĺıcitamente y
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también la posición, a este tipo de restricción se
le conoce como rheo-holonómica. En lo sucesivo
llamaremos a las restricciones sclero-holonómicas
como restricciones holonómicas.

Las restricciones de posición, velocidad y
aceleración están dadas por

ϕ(q) = 0 (5)
ϕ̇(q) = Jϕ(q)q̇ = 0 (6)

ϕ̈(q) = Jϕ(q)q̈ + J̇ϕ(q)q̇ = 0. (7)

respectivamente. Estás restricciones deben
cumplirse cuando el robot está en movimiento
restringido.

Suposiciones

a) El efector final del brazo robot es ŕıgido.
b) La superficie restringida no es deformable.
c) Se conoce la cinemática del manipulador.
d) El manipulador satisface la restricción (2) todo
el tiempo.
e) El robot es no redundante.

Modelado de la fuerza

Para modelar la fuerza, se realiza lo sigui-
ente. Se despeja q̈ de (1)

q̈ = H−1(q)
{

τ + JT
ϕ(q)λ − C(q, q̇)q̇

Dq̇ − g(q)
}

(8)

Además, se tiene un superficie restringida
como se expresó en (5)-(7). Substituyendo la
ecuación (8) en (7) se tiene

ϕ̈(q) = Jϕ(q)
{
H−1(q)τ + JT

ϕ(q)λ − C(q, q̇)q̇

− Dq̇ − g(q)
}

+ J̇ϕ(q)q̇

= Jϕ(q)H−1(q)JT
ϕ(q)λ + J̇ϕ(q)q̇

+ Jϕ(q)H−1(q)
{

τ − C(q, q̇)q̇

− Dq̇ − g(q)
}
. (9)

Despejando λ de la ecuación anterior

λ =
{
Jϕ(q)H−1(q)JT

ϕ(q)
}−1 [

ϕ̈(q) − J̇ϕ(q)q̇

−Jϕ(q)H−1(q) {τ − C(q, q̇)q̇

−Dq̇ − g(q)}
]
. (10)

La ecuación anterior λ es la fuerza que se
produce al estar en contacto el efector final del ro-
bot con la superficie indeformable, la ecuación (10)
puede ser simulada como una ecuación diferencial
de segundo orden. Sin embargo, debido a errores
numéricos, la convergencia de las restricciones de
posición y velocidad del área de contacto a cero no
está garantizada. Este problema ha sido estudiado
por [4]. En vez de utilizar ϕ̈(q) = 0 directamente,
se utiliza

ϕ̈(q) = −2αϕ̇(q) − β2ϕ(q) (11)
= −2αJϕ(q)q̇ − β2ϕ(q),

que representa un filtro estable de segundo orden
con entrada cero, lo que garantiza que ϕ(q) y ϕ̇(q)
tienda a cero. Donde α y β son ganancias se-
leccionadas apropiadamente los cuales aseguran la
rápida convergencia a cero tanto de posición y ve-
locidad restringidas.

4 Simulación y experimentos

En está sección, algunos los resultados ex-
perimentales son presentados. Para la validación
experimental se empleó el algoritmo de control de
seguimiento de fuerza y posición para robots con
movimiento restringido citado en [6]. El exper-
imento consiste en presionar la superficie no de-
formable con una fuerza deseada. Las restricciones
en coordenadas Cartesianas son

ϕ = x − b = 0, (12)

donde b es una constante positiva. Las trayectorias
deseadas de posición están dadas por

xd = 0.626[m] (13)
yd = 0.05sen(ω(t− ti))[m]
zd = (0.585 + 0.05 cos(ω(t − ti)) − 0.05)[m].

Note que la cinemática inversa del manip-
ulador ha sido empleada para calcular qd. Esas
trayectorias son validas desde el tiempo inicial ti
hasta el tiempo final tf , mientras ω es un poli-
nomio deseado de quinto orden para satisfacer
ω(ti) = ω(tf) = 0. También las derivadas de ω
son cero en ti y tf . Seleccionando la trayectoria
(13), el robot realizará un circulo en el plano y–
z. El control de robot con movimiento restringido
inicia hasta que el robot A465 este en la posición
inicial del ćırculo en (0.626, 0, 0.585)[m]. La fuerza
deseada aplicada es

fdx = 45 + 30sen(2π(t− ti)/40)[N], (14)
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y fdy = fdz = 0[N].

Los parametros del controlador de posición-
fuerza citado en [6] empleado para la validación
experimental son Λ = diag

{
20 20 20

}
,

KR = diag
{

70 70 70
}
, kd = 8, kf = 10, ξ =

diag
{

0.001 0.001 0.001
}
.

El experimento tarda 70s. La superficie
restringida es tocada a t = 7.5s, el manipulador
está en movimiento libre. De t = 7.5s a t = 15s
el robot manipulador va a la posición inicial para
hacer el circulo. De t = ti = 15s a t = tf = 55s el
control para robot con movimiento restringido es
activado, i. e., el esquema de control–observador
presentado en [6] es usado solamente durante
este periodo de tiempo. De t = 55 a t = 70 el
robot regresa a su posición inicial. En lo sucesivo,
analizaremos solamente en el periodo de tiempo
de t = 15s a t = 55s.

Los resultados de seguimiento de posición
en coordenadas Cartesianas son mostradas en la
Figura 2. Como se puede observar en las figuras
los seguimientos de posición tienen comportamien-
tos muy parecidos los de simulación con respecto
a los experimentales. Finalmente, el seguimien-
to de la fuerza aplicada a la superficie restringi-
da se muestra en la Figura 3, en donde los re-
sultados de simulación son muy parecidos con
los experimentales. Lo que se puede decir que
el modelo dinámico aśı como la fuerza modela-
da obtenidos numéricamente son muy parecidos
al modelo real de robot con movimiento restringi-
do. Los parámetros f́ısicos del brazo robot A465
se muestran en la Tabla 1 y el modelo comple-
to del brazo se encuentra en el Apéndice A. Por
último, en las Tablas 2- 3 se observan las variables
auxiliares, que se emplean para la descripción del
modelo del robot manipulador.

p1 = 0.0055kgm2 p2 = 0.0080kgm2

p3 = 0.0024kgm2 p4 = 0.0118kgm2

p5 = 0.0041kgm2 p6 = 0.0009kgm2

p7 = 0.0007kgm2 p8 = 2.0007kgm2

p9 = 11.800kgm2 p10 = 2.8000kgm2

p11 = 25.000Nm s p12 = 35.000Nm s
p13 = 36.000Nm s p14 = 0.2000Nm
p15 = 2.5000Nm p16 = 2.5000Nm
p17 = 22.000Nm p18 = 11.000N m

Tabla 1: Parametros f́ısicos del brazo robot.

Figura 2: Seguimiento de posición en coordenadas
articulares a) x. b) y. c) z. —– deseada. - - -
experimental. . . . simulación.

Figura 3: Seguimiento de la fuerza λ. —– deseada.
- - - experimental. . . . simulación.

s1 = sin(q1) c1 = cos(q1)
s2 = sin(q2) c2 = cos(q2)
s3 = sin(q3) c3 = cos(q3)

s23 = sin(q3+q2) c23 = cos(q3+q2)

Tabla 2: Variables auxiliares del modelo.

5 Conclusiones

El presente art́ıculo se presenta el modelado
de la fuerza para robots con movimiento re-
stringido con la superficie de contacto ŕıgida y sin
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aux1 = 3
4 + 1

4 cos(2q2 + 2q3)
aux2 = 1

4 − 1
2 cos(2q2 + 2q3)

aux3 = s3 + sen(2q12 + q3)
aux4 = 1

2 + 1
2 cos(2q2 + 2q3)

aux5 = 1
2 − 1

2 cos(2q2 + 2q3)
aux6 = 1

2 + 1
2 cos(2q2)

aux7 = 1
2 − 1

2 cos(2q2)
aux8 = [q̇2 cos(2q2 + q3) + 1

2 q̇3c3

+ 1
2 q̇3 cos(2q2 + q3)] 1

seg

aux9 = [12 q̇3sen(2q2 + 2q3)
+ 1

2 q̇2sen(2q2 + 2q3)] 1
seg

aux10 =
[
1
2 q̇1c3 + 1

2 q̇11 cos(2q2 + q3)
]

1
seg

Tabla 3: Variables auxiliares para el modelo del
brazo robot A465.

fricción es mostrado. Para modelar la fuerza se re-
solvieron las ecuaciones diferenciales algebraicas.
La manipulación del robot se realizó en el espacio
tridimensional. La finalidad de obtener un modelo
de la fuerza para robots restringido es para probar
los algoritmos de control de posición/fuerza
antes de llevarlos a la experimentación. Para la
validación experimental se empleó un algoritmo
de control de seguimiento de posición/fuerza
citado en la literatura. Como se puede observar
en la Figura 3 el seguimiento de la fuerza tanto
en simulación como en el experimental tienen
comportamientos muy parecidos, por lo que se
puede concluir que el modelo dinámico como de
la fuerza son muy similares también.
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Apéndice A

En este apéndice se muestra el modelo del brazo
robot A465 también sus correspondientes valores
de los parámetros. El modelo usado para la imple-
mentación aśı como para la simulación incluyen los
términos de fricción de Coulomb. El método para
la estimación de parámetros del modelo puede ser
encontrado en cualquier libro para robots (e. g.
[12]). Recordando solamente que las tres primeros
grados de libertad de cada manipulador ha sido
considerado. Además, puesto que los actuadores
son motores de CD, se debe de tomar en cuanta
la dinámica de los motores. De esta manera, para
cada manipulador (en movimiento libre), se tiene:

h(1, 1) = aux1 · p1 + aux2 · p2 + aux3 · p3 + aux4 · p4 + aux5 · p5 + aux6 · p6 + aux7 · p7 + p8

h(1, 2) = 0
h(1, 3) = 0
h(2, 1) = 0

h(2, 2) =
1
2
p1 + p2 + 2s3p3 + p4 + p9

h(2, 3) =
1
2
p1 + p2 + s3p3 + p4 + p5

h(3, 1) = 0

h(3, 2) =
1
2
p1 + p2 + s3p3 + p4 + p5

h(3, 3) =
1
2
p1 + p2 + p4 + p10

c(1, 1) = aux8 · p3 + aux9 · p5 − 1
2
q̇2sen(2q2)p6 +

1
2
q̇2sen(2q2)p7

c(1, 2) = q̇1 cos(2q2 + q3)p3 +
1
2
q̇1sen(2q2 + 2q3)p5 − 1

2
q̇1sen(q2)p6 +

1
2
q̇1sen(2q2)p7

c(1, 3) = aux10 · p3 +
1
2
q̇1sen(2q2 + 2q3)p5

c(2, 1) = −q̇1 cos(2q2 + q3)p3 − 1
2
q̇1sen(2q2 + 2q3)p5 +

1
2
q̇1sen(2q2)p6

−1
2
q̇1sen(2q2)p7

c(2, 2) = q̇3c3p3

c(2, 3) = (q̇2c3 + q̇3c3) p3

c(3, 1) = −
(

1
2
q̇1c3 +

1
2
q̇1 cos(2q2 + q3)

)
p3 − 1

2
q̇1sen(2q2 + 2q3)p5

c(3, 2) = −q̇2c3p3

c(3, 3) = 0
fc(1) = p14sgn(q̇1)
fc(2) = p15sgn(q̇2)
fc(3) = p16sgn(q̇3)
g(1) = 0
g(2) = p17c2 + p21sen(q2 + q3)
g(3) = p18sen(q2 + q3).

Además, D1 = matriz diag { p11 p12 p13 }. vT
1

= { v1 v2 v3 } es el voltaje de entrada. Los
datos de la dinámica de los motores es descrito
por Dn1 = matriz diag { 1

r12
1

r22
1

r32 } y Dk1

= matriz diag { Ka1
Ra1r1

Ka2
Ra2r2

Ka3
Ra3r3

}. Donde r

es la relación de reducción de los engranes, Ka

es la constante de torque y Ra es la resisten-
cia de armadura. Los valores asociados son
r1 = r2 = r3 = 100, Ka1 = Ka2 = Ka3 = 0.1424
Nm/A y Ra1 = Ra2 = Ra3 = 0.84 Ω.
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